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Rku&-Une methode iterative est d&rite pour ttudier la couche limite tridimensionnell~ laminaim en 
tcoulement compressible. A partir des equations du mouvement dans un systeme de coordonnees lie aux 
lignes de courant exttrieures, Ies equations iteratives sont construites en rkduisant de trois a deux le nombre 
de variables independantes, en dtcouplant et en linearisant l’equation de quantite de mouvement trans- 
versal. La premiere iteration restitue l’approximation de faible ecoulement transversal dans le cas oi le 
coefficient de pond&ration est nul. Cette methode est appliquke aux equations integrales de la couche 
limite sur un cone dans un Ccoulement supersonique. La convergence est obtenue au bout de cinq on six 
iterations meme dans Ies cas s&&es d’tcoulement transversal intense avec paroi chauffee. Les experiences 
de mesures de uression. de directions de bane de courant uarietafes et de transfert de chaleur sur le cone 

ensuite p&ent&es pour une large gamme de tempkatures de paroi et d’incidences. Les resultats 
theoriques sont alors compares aux experiences et discutes. 

NOTATIONS 

sysdme de coordonnees ortho- 
gonales liees aux hgnes de courant 
exterieures: 
sysdme de coordonnees delini par 

(5): 
coordonnies polaires sur le cone 
dCvelopp6, K = sin 8, pour un cbne 
circulaire: 
composantes de la vitesse suivant 
S, J? z: 
enthalpies totale et statique: 
dkfinies par (6): 
eltments suivkt s, z de la m~trique 
h la surface: 
courbures gtodesiques des lignes z 
et s 

I ae, 
K,=------ 

e, e2 d.s 

1 de, 
K, = --__. 

e, e2 aZ ’ 

P1 Pt* pressions statique et totale sur le 
cone ; 

iv*, nombre de Mach critique: 
0 
kt 

demi angle au sommet du cone: 
parametre de gradient de vitesse 
transversale sur la ligne d’art& d’un 
cone: 

;:, defini par I’Cquation (17): 

P/- 8,? al, a2+ a3+ definis par les relations (10): 
s, facteur d’echelle: 
O,, O,, O,, Cpaisseurs transform&es, 

0 
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r,, rg. r,,tpaisseurs transformtes, 

rY = 
1-g -~ dq 

1 -gb 
0 

I . 

A,, A,, A,,epalsseurs transformees, 

A =‘at 1-g 

Y 

s 

--------d?j 
aq 1 - gb 

0 

x 

A, = - 

0 

c, 

n. 

coeffkient de pondtration des itkra- 

tions ; 

ordre d’itkration. 

Subscripts 

;;: 

Ccoulement extbieur: 

valeur $ la paroi; 

*r valeur de rkfkrence. 

1. INTRODUCTION 

Dans un probkme de couche limite tri- 
dimensionnelle sur une surface rkgulikre, les 
mkthodes de rksolution par diffkrences finies ne 
sont praticables qu’avec des ordinateurs 
puissants et de ce fait les solutions numkriques 
sont peu nombreuses [l-3]. Dans la pratique, 
frkquemment l’kcoulement n’est que faiblement 
tridimensionnel et l’approximation de faible 
tcoulement transversal apporte des simplifica- 
tions importantes tout en se justifiant par des 
ksultats CprouvQ (voir par exemple [4]), m&me 

en compressible avec transfert de chaleur. 
Cependant l’ircoulement transversal se trouve 

souvent surestimC et il est nature1 de vouloir 

amtliorer cette approximation en la considkrant 
comme le point de d&part d’une mkthode de 

perturbation. On peut envisager soit le dkvelog 
pement en sCrie asymptotique [5, 61 soit 
l’itkration [7-91. La mkthode itkrative prksente 

l’avantage d’un algorithme plus simple, s’adapte 
mieux au calcul automatique et peut conduire 
d la solution exacte. 11 convient $ ce propos de 

souligner que seuls les termes du premier ordre 
ont Ctt ttudiks dans une skrie asymptotique. Ici 
nous nous proposons d’utiliger une mtthode 

iterative pour Ctudier dans un cas concret, 

l’effet du transfert de chaleur sur la couche 
limite laminaire tridimensionnelle. I1 est intkres- 

sant en particulier d’examiner si les it&rations 
convergent, avec quelle rapiditk la limite est 
Cventuellement atteinte et dans quelle mesure 

il est possible d’acckker les convergences. Par 
rapport ti une mtthode de diffkrences finies, une 
mkthode iterative est sans doute plus rapide et 
plus souple surtout quand l’kcoulement trans- 
versal est faible car le nombre d’itkrations peut 
Ctre choisi en fonction de la prkcision dksirte. 

Nous avons considkri: comme application le 
cas simple du c8ne en incidence dans un 
Ccoulement supersonique. La symktrie conique 

permet de rkduire de trois i deux le nombre de 
variables indkpendantes des Cquations tout en 
conservant le caracttre tridimensionnel de la 
couche limite. 11 est possible en particulier, en 
modifiant I’incidence, de contr6ler l’intensitk du 
gradient de pression transversal, d’obtenir un 

changement de signe de ce gradient suivi d’un 
dkollement si l’incidence devient suffisante. La 

mkthode de diffkrences finies est dans ce cas, 
simple ti mettre en oeuvre et nous disposons de 
solutions de comparaison [l&13]. L’koule- 
ment extkrieur a aussi ktk calculk par des 
mkthodes numkriques dans le cas oh l’incidence 
n’est pas trop Clevke [14, 151. Nous nous 
trouvons dans un cas oti la solution numkrique 
de l’koulement tridimensionnel est entikrement 
connue et constitue un bon test pour les mkthodes 



approchtes. L’approximation de faible kcoule- 
ment transversal a et& utiiistk et control&e daw 
ce Gas fl&wJ* 

LVtude ex~r~enta~ de ~~~ou~ernent sur 
un cdne se presente elle aussi de manihre 
favorable car, a I’exception du voisinage de la 
pointe et du culot de la maquette, l’ecoulement 
n’est pas perturb& et 1es conditions de mesures 
sent proches du mod8e th&iquc Le nombre 
d’exp~r~en~es nkessaires est mod&% car I’koule- 
ment exterieur est entierement defini par une 
seule mesure de repartition de pression en 
azimut. Egalement, pour des raisons de 
simifitude, ies mesures de fhtx de chaleur et de 
duration des tignes de cowant pewent $tre 
effect&s en un point par azimut. Souhgnons 
que, pour de grandes incidences avec decolle- 
ment $ I”extrados, l’ecoulement exterieur ne 
peut etre determine qu’experimentafement. 

Apr& avoir eonstruit ks equations it&awes 
dans L cas generaf et proposk une m&h& 
integraie de resoiution $ 2, les simplifications 
apportees dans le cas du cone sont don&es (j 3. 
Les conditions expbimentales sont exposea 
$ 4 et 1e 5 5 est consacrk a la discussion des 
r&&tats num~r~qu~ et ex~~mentaux obterms* 

2, EQUATIONS ITXRATIVES 

Dans un systtme de coordonnees lie aux lignes 
de cow-ant exterieures s, z, y oti s est dirige 
suivant une hgne de courant ext&ieure, z Ia 
direction o~tbogona~e et y la norm&e a Ia 
surface, avec comme elements de iongueurs 
e,(s, z), ez(s, z), les equations de la couche limite 
s’ecrivent [ 201 
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La vitesse transversal w &ant de Fordre de 
grandeur de la courbure geodisique K, des 
lignes de cow-ant exterieures d’aprb l’equation 
(3), si K, est faible, on peut negliger w dans les 
equations (1). (2) et (4), qui sont alors celles de la 
couche hmite b~d~ens~on~el~e. En ne retenant 
dans ~~quatio~ 43) que les termes lin&aires en 
w on obtient ~approx~mat~o~ de faibIe Ceoule- 
ment transversal, Cette approximation peut 
servir de point de depart dune resolution 
itkative. En effet, on peut envisager des equa- 
tions itCratives qui ~ontje~~ent ies principales 
~rnp~~~~t~ons de cette approxjmat~o~: 

(a) En supposant connus g&e a f’iteration 
preddente, toutes les derivees en z, on resoud 
3 equations non lineaires couplees a 3 inconnues 
a, wT H a 2 variables independantes apres avoir 
eIIimin& D ii I’aide de ~~uat~o~ de ~ont~nu~t~ (Z ), 

PI- 
(b) Si, de plus, Ies equations iterativea sont 

decouplees en supposant connue, grace aux 
iterations prtcedentes, la vitesse transversale 
w dans les equations se rapportant ri u et B H, 
on obtient un sy&me ~~q~ations non fineaims 
B 2 incormues u et H Q 2 variables sS p et une 
equation it une inconnue w non hndaire [73. 

(c) On obtient une simplification supple- 
mentaire en 1inCarisant I’equation de quantiti? 
de monveme~t transversaL 

fl est commode ~~ntr~~~re le ~hangement de 
variables 
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Nous supposerons pour simplifier le gaz parfait 
avec un nombre de Prandtl Pr = 1 et une loi de 
viscositt proportionneIle a la temperature. Ceci 
nous conduit aux equations iteratives suivantes: 

(7) n 

(8) n 

(9) 

(10) 

F. ARNAUDON 

On initie les iterations avec to = 0. Lea 
deuxiemes membres des equations (7t(9) avec 
n = 0 sont nuls. Les equations (7) et (8) sont 
alors les memes qu’en bidimensionnel et l’equa- 
tion (9) reprtsente l’approximation de faible 
Ccoulement transversal. Cette solution ./;, g, t, 
est ensuite pork% au deuxieme membre des 
equations (7j-49) pour former les equations 
d’ordre 2 et le pro&de peut alors se repeter 
indefiniment. A chaque iteration, la resolution 
par une methode de differences finies de la 
couche limite bidimensionnelle pourrait etre 
utilisk car les premiers membres des equations 
(7) et (8) ne contiennent que deux inconnues 
I;, g1 g 2 variables ind~pendantes. II est ensuite 
possible de resoudre l’equation de l’ecoulement 
transversal (9) qui est lineaire en t. I1 faut 
remarquer que ce ne sont pas les seules equations 
iteratives possibles. Effectivement nous allons 
les modifier pour tenir compte des resultats 
obtenus aux iterations precedentes en intro- 
duisant un coefficient de pondbation 6. Nous 
verrons dans les applications numeriques que 
cette ponderation permet d’obtenir la conver- 
gence des iterations m&me dans les cas d’un 
ecoulement transversal important avec paroi 
chauffee. Ici nous utilisons une methode intkgrale 
de resolution. Les equations iteratives obtenues 
par integration de (7k(9) compte tenu des 
conditions aux limites usuelles et de la pondera- 
tion sont alors: 

= -(l-c) 
C 

a,d,+(fiJ-a,)d,+a3z 1 n 
I aA - ff a,A.f + (Pr - 44 + a372 1 (111 



(12) 

= - (1 - 0) p,(@f+ rf - (1 - gb)rg 
1 II+1 

+ [ (Pt + cd4 + cy-3 2 
II n 

- d i[ b,(@,+ rf - t1 - gb) rg 1 n 

(&+n,)A,+a,~ 1 I . (13) 
n-l 

En raison de son role preponderant dans 
l’equation de quantite de mouvement trans- 
versal, on a ponder& Cgalement le terme de 
gradient de pression transversal. 

Afin de pouvoir integrer ces equations par 
rapport a 5, il est nkcessaire de definir la rep- 
resentation des profils pour relier les parametres 
de transfert aux Cpaisseurs de couche limite. 
Dans l’application qui suit, une representation 
simple decouplke a un parametre libre pour 
chacun des profils a Cte utilisee. Le profil de 
vitesse longitudinale est exprime d l’aide d’un 
polynome du 2e degre de la fonction de Blasius 
u,(q/6) avec un facteur d’echelle S, et un poly- 
nome du 4e degre est utilise pour l’enthalpie 
et pour la vitesse transversale. 

Compte tenu des conditions g l’infini et des 
conditions de compatibilite a la paroi en nombre 
suffisant, ces representations s’ecrivent : 

U 
-=l +$($&) (14) 
U, B 

g-gb_- gbh 

1 - gb (l - gb)h 

tdB(uB - ti”,) + t.d”B (15) 
au cas des surfaces coniques. Si K4 represente 

3. APPLICATION AUX SURFACES CONIQUES 

Nous allons appliquer la methode iterative 
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w 
-= G? (UB - uf) - 3 (u; - uf) 
li, 11; 

- g+: - $) + 2.l; (16) 

avec uk = 0,4696. 
Les parametres libres pour ces 3 protils sont 

respectivement 6, g; et $,‘. Afin de controler la 
validite de cette representation de profils, 
nous avons calcule $ l’aide des expressions 
(14) et (15) les solutions semblables de la couche 
limite bidimensionnelle avec Pr = cte et gb = cte. 
La comparaison avec les solutions exactes dans 
ce cas [21] fait apparaitre des rtsultats con- 
venables pour le frottement longitudinal et le 
transfert de chaleur li condition que le gradient 
de pression /I, reste mod&e. Pour de grandes 
valeurs de Pr ou de gb (paroi ;i temperature 
elevee), il n’y a pas de solution et cette reprbenta- 
tion ne convient pas. Dans l’application numeri- 
que sur le cone, $ 3, les valeurs de fir restent 
toujours sufftsamment mod&es pour justifier 
le choix de cette representation. Pour I’koule- 
ment transversal, nous avons compare avec 
les solutions semblables de l’equation linearike 
qui correspond g un gradient de pression 
transversal tel que : 

(17) 

La presente representation conduit par 
rapport a la solution linearike a une surestima- 
tion de l’epaisseur de quantite de mouvement 
transversal. Une autre representation par un 
polynome du 3e degre en uB((rl/d) pour l’ecoule- 
ment longitudinal a Cgalement eti: utilise pour 
les applications numhiques sur le cone. Les 
parametres S et gb sont alors determines par 
2 equations couplees. Les rbultats obtenus 
ne sont pas bien differents de ceux que fournissent 
la representation plus simple (14H 16). 
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avec d’aprb (18) et (19) 

86 

0 

sin $, cos $, 

ass= KreJ 

86 _ 

C-J - 

sin $, cos 4, 
(22) 

az s Kz 

On peut exprimer 5 en fonction de z et 4 d’apres 
(5) (20) et (22). En supposant l’ecoulement 

0 exterieur isentropique et compte tenu de la 
FIG. 1. Systtme de coordonntes sur un cbne dCveloppC. loi de gaz parfait et dune loi de viscosite 

proportionnelle a la temperature, on a 

l’angle polaire en radian sur le cone developpe, 
l’kcoulement exttrieur A la couche limite est $ 

entierement connu en fonction de la seule < = cKz 
variable c$, L’angle d’une ligne de courant s 

fp M* (4) e:(4) 
f 

exterieure $,(c$) avec la generatrice permet de 
determiner les lignes de courant et leurs normales 
dans le systeme de coordonnees polaire r, 4, 
par leurs equations respectives (Fig. 1): 

0 

,w 
------d+ = cKz:(qb) 
sin $A& 

(23) 

dr dr 
-- = cotg *, et - = 
Kr d4 Krd+ 

_ tg $ oh c est une constante qui ne joue aucun role. P (18) 
Les coefficients ~i, u2, c(~, fir, j3, delinis par (10) 

d’ou se transforment d’aprb les relations (19H23) en : 

r = z eI(@J avec I(+) = K p cotg $, d4 2iJ H, 1 dM, 

Qo 
(19) 

‘r = z$$ K z d4 

r = s e-J(4) avec J(4) = K f tg 4, d4 
&Jo 

/It = 

c$o Ctant une constante d’integration. On dtlinit 
ainsi un systtme de coordonnees s, z dont la 1 
metrique obtenue en calculant l’element de ‘1 = (plP,) M* ,,; (24; + K)? - 

longueur do2 = e: ds2 + ei dz2 ne depend que 

e, = ewJ(@ cos $,, e2 = er@) sin *C (20) 
d’ sin * cos* ; 

)/ 

(24) 
d$ ’ ’ 

11 est plus commode d’utiliser les coordonnees 
4, z au lieu de s, z. Les formules de transformation 
sont : 

a2 = &, (II/‘, + K)cotg tie 
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Les expressions prectdentes remplades dans 
(11)--(13) montrent bien que ces equations sont 
independantes de z et on retrouve done bien la 
symttrie conique. 

Sur la ligne d’arret, 4 tend vers 0, le parametre 
de gradient de pression transversal fl, tend vers 
0, la vitesse transversale tend vers 0 et le co- 
efficient aj tend vers l’inlini. En delinissant 
t = j?,t, G = a& et en surlignant les tpaisseurs 
prises par rapport a f au lieu de t, nous obtenons 
la forme limite des equations (1 lt( 13) 

-- 
=U -a)[-a3df], 

-_ 
+ c[- a3 Ask-r (25) 

-7 
-- 

= (1 - 4[-a3dg], + o[-a3dgLl (26) 

[G,+ ::Gt- g + (1 - 0) 

x (@,+ rr - (1 - %Vg)ln+l 
-- = [(1 - a)(-2a,d,) 

- 4@,+ Tf - (1 - %) qJ1” -- 
+ 0 [-2a34L1 (27) 

oti c dtfini par (17) prend la forme limite 
E = +(l + 3k)/(l + k). 
k est le parametre habitue1 de gradient de vitesse 
transversale sur la ligne de separation d’une 
surface conique 

A chaque iteration les equations (1 lH13) 
transform&es en variable 4 sont integrees en 4 
croissant a l’aide des correlations (14H16), les 
conditions initiales etant don&s par les equa- 
tions (25x27). L’ensemble du calcul a CtC 
programmt sur un ordinateur CDC 3600 avec 
comme dorm&s la repartition de pression 
p(+)/p, et g& Apres un lissage de la repartition 
de pression, les integrations numtriques des 
equations d’Euler de l’ecoulement exterieur sur 

le cone puis des equations integrales de la 
couche limite sont effectuees par la methode 
Runge-Kutta 2e approximation. Les resultats 
numeriques pour un cone circulaire de 3 angle 
lo” sont donnQ au paragraphe suivant et le 
temps de calcul pour obtenir la 6e iteration est 
en moyenne de 30’ avec un pas de 4 = 1” en 
angle meridien. 

11 est egalement interessant de resoudre le 
systeme d’equations differentielles ittratives sur 
la ligne d’arret car dans ce cas, la solution exacte 
est connue [22] et la methode iterative constitue 
elle mCme une methode exacte sous reserve de 
convergence. La forme limite des equations 
(7)--(9) aprb ponderation est dans ce cas: 

V” + .f”l, + 1 = (1 - B)[-E3f”r], 

+ o[ - C(3,f”f]“- 1 (28) 

k” + .fi%+ 1 = (1 - a) [-C13g’f], 

+o [ -E3g’I],_ 1 (29) 

[I”’ + ,fI” - tf’f’ + (1 - 4kl - .r2)ln+l 
= [(l - CT) a,(?’ - it”) - a(g - ,f”)ln 

+ a[cl,(t“ - f” f&- 1. (30) 

A chaque iteration n, ces equations sont resolues 
par une mtthode standard. Les rtsultats 
numeriques sont discutks plus loin. 

4. EXPERIENCES SUR UN CONE CIRCULAIRE 

Un moyen simple de controler l’intensite de 
l’ecoulement transversal sur un cone est de 
faire varier la valeur du gradient de pression 
transversal en modiliant l’incidence de la 
maquette. Cette intensite depend egalement de 
la temperature de paroi. Des essais ont tte 
entrepris sur un cone circulaire pour Ctudier 
l’influence de ces parametres [23]. 

Une strie d’experiences a done CtC effect& 
sur un cone de 8, = lo” de t angle, de 7 cm de 
long dans une soufflerie a rafale au nombre de 
Mach 3,42 avec un nombre de Reynolds rapport& 
aux conditions a l’intini de 8.10“ par cm, aux 
incidences de i = O”, 5”, lo”, 1 lo, 13”, 15”et pour 
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chacune de ces incidences, nous avons imposk 
les tempkratures de paroi variant de 80°K A 
475°K correspondant ;i des valeurs de gb de 
0,40, 0,70, l,OO, 1,37, 1,64, la tempkrature 
gkntratrice maintenue constante au tours d’une 
rafale &ant dans tous les cas de 290°K. Pour 
une incidence et une tempkrature de paroi 
don&e, les mesures de pression statique, 
d’angles de lignes de courant par&ales et de 
transfert de chaleur sont faites 6 r constant, 
i mi-distance entre pointe et culot et en fonction 
de l’angle d’azimut 4. La pression d’arrh 
isentropique sur l’obstacle est dkterminke par 
la mesure de l’angle f3, de la gCnCratrice du choc 
la plus inclink par rapport au vent, cet angle 
0, est fonction de l’incidence du c8ne mais 
l’expkrience montre qu’il n’est pas sensible g la 
tempkrature de paroi. 

La pression est mesurke sur 2 maquettes, la 
premikre peut Ctre chauffke extkrieurement par 
une rksistance Clectrique avec dispositif de 
rtgulation, l’autre comporte un systbme de 
refroidissement inttrieur d’air liquide. Ces deux 
maquettes ont chacune une prise de pression de 
0,5 mm de diam&re avec une Cpaisseur de paroi 
importante afm que l’inertie thermique soit 
suffisante pour que la tempkrature de paroi 
varie peu au tours d’une rafale de 5 g 6 s. Les 
pressions p(4) sont mesurkes en 3 ou 4 s avec 
une prkcision de 0,7 pour cent dans les cas les 
plus dkfavorables. La pression totale pt est 
connue grke g la mesure de l’angle de la 
gknkratrice de choc 0, et de la pression gCnCratrice 
de la soufflerie voisine de la pression atmo- 
sphkrique. Le rapport p(4)/p, est finalement 
connu avec une prkcision de 0,8 pour cent. 

Les mesures des lignes de courant pariktales 
ont CtC faites B l’aide d’enduits, l’enduit Ctant 
choisi en fonction de la tempkrature de paroi de 
faGon g ce qu’il soit liquide g cette tempkrature 
imposte et qu’il ait une trks faible tension de 
vapeur. Aprb la fin de la rafale due g la fermeture 
d’un obturateur plack au co1 de la tuykre, la 
direction des lignes de courant parktales $&4) 
est relevke B +2” par une lunette de vi& avec 
rtticule et montke sur un vernier. 

Dans les memes conditions d’essais, les 
mesures de transfert de chaleur par la mkthode 
de paroi mince ont nkessitk la rkalisation de 
deux maquettes de 0,25 mm d’kpaisseur de 
paroi avec fils de thermocouple Chrome1 Alumel 
de 0,l mm soudks d l’intkrieur. La premiere 
maquette est chauffke par rayonnement ii l’aide 
de rksistances Clectriques plactes dans la 
maquette; la deuxikme est refroidie par une 
circulation d’air liquide. Dans les deux cas, la 
maquette prkalablement mise d tempkrature 
d&i&e en dehors de l’koulement est inject&z 
aprb amorqage de la soufflerie. La mesure de la 
pente initiale de la courbe reprtsentant la 
temperature locale de paroi en fonction du temps 
permet de dtterminer le coefficient de transfert 
dttini par 

oti T, est la tempkrature de rtcupkration calculke 
$ partir du nombre de Mach local avec un 
facteur de rCcupCration supposk Cgal B r = 

,/Pr = ,/0,72. L’imprkcision sur la capacitk 
calorifique de la paroi mince surtout pour les 
basses tempkratures et sur son Cpaisseur, est 
atttnute en rapportant u li sa valeur clizO sur 
le c8ne sans incidence pour la m&me tempkrature 
locale. Malgrk cela la prtcision est mkdiccre en 
raison de la faible taille de la maquette et plus 
particuliirement lorsque la paroi est refroidie. 
La prkision sur c$xizo est estimke h * 20 pour 
cent. 

5. RESULTATS THEORIQUES ET EXPERIMENTAUX 

5.1 Convergence 

La Fig. 2a reprksente un exemple de rksultat 
obtenu sur la ligne d’arr&t pour un cas de gradient 
de pression transversal mod&C. La mkthode 
ititrative appliquke aux Cquations diffkrentielles 
avec G = 0 (non pondtrk) restitue les valeurs 
exactes avec une convergence rapide et alternte. 
11 en est de mQme pour les Cquations intkgrales 
non pond&&s et, bien qu’il s’agisse d’une 
mtthode approchke, les valeurs limites sont 
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Eqs difdrenttelles CT= 1.0 
Mbthode mt6grole 0=1.0 

FIG. Za. Itbations sur la Ii& d’arrlt, i = Y, gb = 0,4. 

correctes. Le coefficient de frottement trans- 
versal g ti la premike itkration n = 1 est celui 
de ~ap~roximation de faible kcoulement trans- 
versal, il apparait bien sur la fIgwe que ce 
coefficient est surestimk. La pond&ration d = 
0,5 acc&lke la convergence qui, cependant, n’est 
plus alternbe. Si le gradient de pression trans- 
versal devient intense avec paroi chau&Se, les 
conclusions (Fig. 2b) sont analogues, la con- 
vergence bien que moins rapide est encore 
assurke au bout de 5 Q 6 it&rations pour a = 0,s. 
Sur la surface du c8ne, dans un cas skv&re, les 

0.4 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ I ’ 

itkrations appliqukes aux bquations intCgrales 
divergent au deli du maximum du parametre 
de gradient de pression transversak Avec 
pond&ration (a = O,S), la convergence est 
obtenue jusqu’au dCcollement au bout de 6 
itbations. La Fig. 3 repr&ente les parametres 

a 30 60 90 I20 D 

IO’) 
FIG. 3. Convergence des ittrations stir Ia surface du c&e, 

i = fY,g, = f&4, a = as. 

de transfert 4 la paroi pour ce cas. L’approxima- 
tion de faible Ccoulement transversal conduit 
B une surestimation de 25 pour cent environ 
pour Ie frottement transversal et par contre une 
sousestimatio~ de 12 pour cent environ du 
transfert de chaleur et du frottement longitudinal+ 

5.2 C omparaison auec une mCthode numkrique 
Le transfert de chaleur SW un c6ne B un 

nombre de Mach 5 a &5 calcuE par une mkthode 
de diErences finies pour diverse incidence 
dans [I I], La Fig. 4 reprbente la comparaison 

FIG. 2b. Itk’ations sur la ligne d’ar&, i = 15”, gb = I$%. de ces rksultats avec ceux de la prtsente m&hode, 
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2.01 I I I I I 

FIG. 4a. R&partition du coefficient de transfert de chaleur thtorique 
Comparaison avec une mtthode de diff&ences finies, M + 5. 

6, = IO”, g, = 0.38. 0 k thtorique, 0 k experimental. 
2.0 

E 
I 

1.5 
o- 

1 .- 
Y, 
. 4 1.0 

z1 

0.5 

0 

I I I I I 
150 

- Mkthode Ikative 

----- DlfMrences fimes [I I] 

I I / I I 
30 60 90 120 IS0 

FIG. 4b. RCpartition du coefficient de transfert de chaleur thkorique 
Comparaison avec une mtthode de diffkences finies, M = 5, 

0, = 20”, g, = 0,38, 0 k thtorique, 0 k experimental. 
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l’kcoulement exterieur Ctant dkduit des rtparti- 5.3 Comparaison avec les expbriences 
tions de pression des tables de Jones [lS]. Pour de faibles incidences et en l’absence de 
L’accord peut ttre consid& comme satisfai~nt. d&collement, la repartition theorique de pression 
Sur la ligne de separation d’intrados, l&art sur un cone a Cte tabuli [14, 151. La Fig. 5 
provient non seulement des 2 methodes de montre le bon accord de la thtorie et des 
resolution differentes mais surtout de la deter- presentes mesures. A lo”, le decollement 
mination imprecise du gradient de pression apparait, I’Ccoulement exterieur ne peut @tre 
transversal k ri park de la repartition de pression. determine qu’au moyen d’experiences et il est 
Sur la meme figure, a titre de comparaison, on a possible que la temperature de paroi ait quelque 

I.00 

0.75 

B 

$ 0.x 

0.2: 

r . . 

/- 
M-4 

A___--- 
__--’ 

Thbriques [l5] 
Expirimentales Mf= 3,42 gb= I) 

18 0 

FIG. 5. Ripartition de pression thkorique et expirimentale aux 
faibles incidences. 

represente les valeurs du coeIIicient de transfer-t 
de chaleur d&kit de la reference [22] corres- 
pondant a k donnt par Jones [ 151 et celui obtenu 
par la methode de lissage presentement utiliste. 
La dispersion est du m&me ordre. Au voisinage 
de la ligne d’extrados, les courbea ne tendent pas 
vers un minimum a tangente horizontale. 11 
semble qu’il faille porter une attention 
particuliere dans cette region [ 121. 

influence sur la zone dkcollke qui rkagit sur 
I’kcouIement exterieur. La repartition de pression 
a done ete mesuree pour les differentes tem- 
peratures de paroi consider&s et les resultats 
sont present& Fig. 6. En general, la pression 
diminue avec la temperature de paroi sans 
doute a cause de l~amincissement de la couche 
limite mais cet effet n’est pas toujours aisement 
decelable sur tous les resultats experimentaux. 
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FIG. ba. R&partition de pression expkimentale, i = 5” 

Cette diminution est beaucoup pius nette au La direction I//~ des lignes de courant parietales 
voisinage du minimum sans que la position de par rapport aux generatrices du cone, mesuree 
ce dernier en soit affect& ce qui semble indiquer et calculee, est reprbentke Fig. 7 ainsi que la 
que la position du decollement n’est pas tres direction $, des lignes de courant exterieures 
sensible au transfer? de chaleur. Sur cette meme obtenues par integration des equations d’Euler. 
figure, les courbes en trait plein reprtsentent le La difference r,kLb - J/, indique l’intensite de 
resultat du lissage utilise avec une serie tri- l’ecoulement transversal. L’augmentation de 
gonometrique A 5 termes de la partie entre cette intensitt avec l’incidence et la temperature 
4 = 0 et drnin correspondant au minimum de est Claire sur les Figs. 7ae. Les courbes theo- 
pression. Ce lissage n’est done pas valable dans riques correspondent a l’ittration d’ordre 6. En 
la zone decollee. gCnCra1, le calcul donne desd~viations $ti, plus im- 

0,Ol 
0 

/ I I , 
30 60 90 120 I%, 

#" 

FIG. 6b. R&partition de pression exptrimentale. i = 10”. 
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0.01 1 
0 30 60 90 I20 I!50 180 

FIG. 6c. R&partition de pression expkrimentale. i = 11” 
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FIG. 6d. RCpartition de pression expbrimentale, i = 13”. 
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I I I I 4% I 
0 0,40 
0 I,00 
V I .64 
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_^ __ 
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120 I50 

A 

180 

FIG. 6e. R&partition de pression exptrimentale, i = 15”. 

portantes que les mesures. 11 est possible dune donnait une surestimation par rapport d la 
part que ces valeurs mesurees soient par defaut solution semblable lineaire (52). Dans l’ensemble, 
ii cause de l’inertie et de l’epaisseur de l’enduit l’accord peut ttre considere comme satisfaisant 
de visualisation et d’autre part que les valeurs jusqu’au decollement $b = 0. La position du 
theoriques soient par exds sans doute a cause decollement mesurke est assez precise si 
des representations de profil utilisees. En effet, l’incidence depasse lo” mais incertaine A 10 
la representation des profils transversaux m&me. Remarquons que la position de decolle- 

0 30 60 90 120 150 

FIG. 7a. Direction des lignes de courant pariktales thkoriques et exptrimentales, 
i = 5”. 
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FIG. 7b. Direction des lignes de courant pariCtales thkoriques et exptrimentales, 
i= lo". 

ment theorique a ttt calculee ii i’aide de la valeurs a l’incidence nulle Cli=o pour k mCme 
repartition de pression k&e qui surestime le temp~ratu~ de paroi sont reprCsentCs Fig. 8. 
gradient de pression dtfavorable. La position Bien que I’influence de la temperature de paroi 
de ce dkcollement varie avec l’incidence mais soit en partie contenue dam cti = 0, elle est encore 
la temperature n’a pas d’influence facilement apparente dans le sens d’une augmentation de 
dkcelable. a,&,, avec gb dans la zone d’intrados quand 

Les coeflicients de transfert de chaleur a(& I’incidence augmente. Le croisement des courbes 
th~oriques et ex~rimentaux rapport& A leurs theoriques pour i = 5” et 10” peut provenir de 

FIG. 7~. Direction des lignes de courant parittales thboriques et expbimentales, 
i = 11”. 
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a 0.70 

0 1.00 

* 1.37 

V 1.64 

F~ti. 7d. Direction des lignes de courant paribtales thkoriques et expkrimentales, 
i = 13”. 
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50 

FIG. 7e. Direction des lignes de courant paribtales thkoriques et exptrimentales, 
i = 15”. 
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0 

FIG. 8. Repartition thtorique et expbrimentale du coefficient de 
transfert de chaleur. 

la marge d’erreur commise dans la repartition de 
pression mesurke et lisske pour le calcul de 
l’ecoulement exttrieur. En general, le coefficient 
de transfer-t de chaleur mesurtk est plus faible 
que la valeur theorique au voisinage de la ligne 
d’intrados 4 = 0 surtout pour le cas a paroi 
refroidie gb = 0,40. Cet kcart doit sans doute 
etre impute en bonne partie aux erreurs de 
mesure. 

5.4 Reconstitution des prqfils 
Les equations de la couche limite une fois 

integrees, les representations (14H 16) 
permettent de reconstituer les profils de vitesse 
et d’enthalpie. Un exemple de ces profils est 
montre Fig. 10 pour le cas i = 15” gb = 164 

correspondant a un kcoulement transversal 
intense. Les paramttres de gradients de pression 
longitudinal j?/ et transversal & traces Fig. 9 
presentent dans ce cas un maximum vers 
4 = loo” au dela duquel les iterations Ctaient 
divergentes sans pond&ration (0 = 0.) Le point 
4 = 120” ou les deux gradients de pression 
fir et /?, s’annulent, correspond au minimum de 
pression done au point d’inflexion des lignes de 
courant exttrieures. Les profils de vitesse longi- 
tudinale et d’enthalpie reconstitues et repre- 
sent& en 4 croissant (Fig. 10) sont analogues a 
ceux d’une couche limite bidimensionnelle. On 
peut noter leur evolution relativement rapide a 
l’approche du dkcollement qui a lieu pour ce 
cas a 127”5. Le protil de vitesse transversale 
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FIG. 9. RCpartition des gradients de pression longitudinale et 
transversale et du facteur d’tchelle, i = 15”, ,qb = 1,64. 

F. ARNAUDON 

(Fig. 10) montre que l’ecoulement transversal 
croit en intensitt en m&me temps que le gradient 
&. Au delh de C$ = loo”, j?, diminue et il y a 
relaxation de l’ecoulement transversal. fi, devient 
negatif au point d’inflexion I$ = 120”. Le profil 
transversal s’inverse en partant de la paroi avec 
un certain retard. En effet le frottement trans- 
versal ty ne s’annule qu’d $J = 127” juste avant 
le decollement. Le facteur d’tchelle d, calcule 
et reprtsente Fig. 8, tend vers l’infini a 129”. 
Sans doute a cause de la methode de lissage de la 
repartition de pression, le gradient /jf negatif 
devient trop important et la representation de 
vitesse longitudinale n’est plus valable (voir $2). 
La reconstitution des protils pour les autres cas 
montre que l’intensite de I’ecoulement trans- 
versal depend largement de l’incidence et de la 
temperature de paroi comme l’indique la devia- 
tion des lignes de courant parietales (Fig. 7). 

f' g-0 /I-P* 

FIG. 10a. Profils reconstitk de la couche limite pour i = 15”, gb = 1,64, koulement 
longitudinal. 
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FIG. lob. Pro& reconstitks de la couche limite pour 
i = 15”, gb = l&l, kcoulement transversal. 

6. CONCLUSION 

Une methode iterative a ete prbend en vue 
de resoudre les equations de la couche limite 
tridimensionnelle laminaire. Avec pour but 
principal de reduire le nombre de dimensions 
a 2, les equations iteratives proposkes permettent 
en plus de decoupler et lintariser l’equation de 
quantite de mouvement transversal. Les rbultats 
numeriques dans le cas concret d’un cone de 
revolution nous ont permis de degager les 
points suivants: 

Sur la ligne d’arret, la convergence est obtenue 
meme sans aucune ponderation de l’ittration 
dans les cas .&&es de gradient de pression 
transversal intense et de paroi chauffee. Mais 
par contre sur la surface du cone les iterations 
sont divergentes dans la zone de gradient de 
pression transversal decroissant. Ntanmoins 
avec un coefficient de pond&ration de 45, la con- 
vergence a Ctt obtenue jusqu’au decoullement 

et les resultats sont corrects au bout de 5 B 6 
iterations. 

La methode iterative donne des rtsultats 
concordants avec la mtthode de differences 
tinies et les experiences, alors que I’approxima- 
tion de faible Ccoulement transversal devient 
d’autant moins valable que le gradient de 
pression transversal et la temperature de paroi 
sont plus ClevCs. 

Les equations iteratives proposees ne sont 
pas les seules possibles. Elles n’ont et& appliquees 
que sous forme integrale dans le cas d’un cone. 
On peut cependant esperer que, dans le cas 
general, sur un obstacle de forme quelconque 
une methode iterative peut ttre rapidement 
convergente mCme dans les zones de relaxation 
de koulement transversal. 
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AN ITERATIVE CALCULATION OF THE THREE DIMENSIONAL BOUNDARY LAYER 

Abstract-An iterative procedure is described for studying the three-dimensional compressible laminar 
boundary layer with heat transfer. The equations of motion are first written using a coordinate system tied 
to the external streamlines and the iterative equations are obtained by isolating and linearizing the trans- 
verse equation of motion, hence reducing the number of independent variables from three to two. When the 
weighting coefficient is zero the first iteration corresponds to the case of very weak cross-flows. The method 
is then applied to the integral equations of the boundary layer on a cone in supersonic flow. Convergence 
is obtained after five or six iterations even under severe conditions of strong cross-flows with heated walls. 
A comparison is made with measurements of pressure, wall-streamline directions, and heat transfer, carried 

out on a cone for a wide range of wall temperatures and incidence. 

EINE ITERATIVE BERECHNUNG DER DREIDIMENSIONALEN GRENZSCHICHT 

Zusammenfassung-Eine Iterationsprozedur wird beschrieben, urn die dreidimensionale kompressible 
laminare Grenzschicht mit WHrmeiibergang zu untersuchen. Die Bewegungsgleichungen werden zuerst 
beschrieben unter Benutzung eines Koordinatensystems, das man in die gusseren Stromlinien legt. Die 
iterativen Gleichungen erhllt man durch Isolieren und Linearisieren der Gleichung fiir die Querbewegung. 
Daher reduziert sich die Zahl der unabhlngigen Variablen von 3 auf 2. Wenn der beeinflussende Ko- 
effizient zu Null wird, entspricht die erste’Iteration dem Fall einer sehr schwachen Querstriimung. Die 
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Methode wird dann angewandt auf die Integralgleichungen der Grenzschicht an einem Kegel in einer 
Uberschallstr8mung. Selbst unter den erschwerten Bedingungen einer starken Querstriimung mit beheizten 
W&den erh&lt man nach ftinf bis sechs Iterationen bereits Konvergenz. Ein Vergleich wird durchgeftihrt 
mit Messungen des Druckes, der Richtung der W~dstromlinie und des W~~e~~rgang~ an einem 

Kegel fiir einen grossen Bereich der W~dtem~raturen. 

ATEPAHBOHHbIH PACYET TPEXMEPHOI’O IIOI’PAHHYHOPO CJIOR 

AHHOTaqHII-OnmC6InaeTcR RTepaf(MOHHbIh Mf?TOR Ef3J'YeHffff TpeXMepHOf'O CPKffMat?MOf'O 

~~MllH~~HO~O~O~~~H~~HO~OC~O~~~~H~~M~URT~~~OO6M~H~.~H3~3~~~~~BH~HIlR~BIllrr~H~R 

3a~~C~Ba~TC~ C IfOMOrrfbfO KOOp~~HaTHO~ C~fCTeM~,CBK3aHHO~ C Bffe~H~M~ JfMHffRMM TOHa, 

a ~Tepa~~oHH~e ypanHen~~ no~yYa~Tcn nyr&r 0T~e~en~~ n ~~Heap?i3a~~~ ypaairerran 
ffOfft?pO9HOf'O ,7&BkflKeH&fR, C.Jfei[OBaTf?JfbHO, ffJ'TeM yMf?HbfIleHWf YHCJfa Hft33BMCHMbfX 

ffepE!MeHHhIX OT TpeX a0 ABJ'X. KOrjQ H03+&fI~MeHT B3BeUIffBaHMH PaBeH HyJff0, ffepB3K 

IlTepEl~kfR COOTBeTCTBYeT CJIjWH0 OYeHb cna6brx IIOIfepWfHbIX IIOTOKOB. &Wfee 3TOT MeTOR 

npHMeHReTCRKRHTerpeJIbHbIM YPaBHeHffHM fIOf'p3HffYHOl?OCJfORH3KOHJ'Ct?BCBe~X3Bj'KOBOM 

fIOTOKe.~OJIyYt?H3CXO~AMOCTb fIOCJEfffITll IGIll lI.If?CTB ffTe~a~ffik~il?f@B~KeCTKHX yCJfOBWfX 

CHjIbHbIX ffOIIepe=fHbfX IIOTOKOB C HarPeTbIMM CTeHfGlMH. np0~0Rf+TCff cpannerine c nahrepe- 
HESF~MH ~armeaan, Hanpan~eH~~ Te9etifrn n6nm3rf crerrnn II nepewoca Tenna, noropbre 6btnw 
BrJ~OjIH~HbIH3KOff~C~B~R~OKOM~A~~~SOH~Il3M~H~HtiRT~M~~~3T~~CT~HKfi~~fjr~H3~~OH~. 


