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Résumé—Une méthode itérative est décrite pour étudier la couche limite tridimensionnelle laminaire en
écoulement compressible. A partir des équations du mouvemnent dans un systéme de coordonnées lié aux
lignes de courant extérieures, les équations itératives sont construites en réduisant de trois a deux le nombre
de variables indépendantes, en découplant et en linéarisant I’équation de quantité de mouvement trans-
versal. La premiére itération restitue I'approximation de faible écoulement transversal dans le cas ou le
coefficient de pondération est nul. Cette méthode est appliquée aux équations intégrales de la couche
limite sur un céne dans un écoulement supersonique. La convergence est obtenue au bout de cing ou six
itérations méme dans les cas sévéres d’écoulement transversal intense avec paroi chauffée. Les expériences
de mesures de pression, de directions de ligne de courant pariétales et de transfert de chaleur sur le cone
sont ensuite présentées pour une large gamme de températures de paroi et d’incidences. Les résultats
théoriques sont alors comparés aux expériences et discutés.
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NOTATIONS

systtme de coordonnées ortho-
gonales liées aux lignes de courant
extérieures:

systétme de coordonnées défini par
{5):

coordonnées polaires sur le cone
développé, K = sin 8, pour un cbne
circulaire:

composantes de la vitesse suivant
s, ¥,

enthalpies totale et statique:
définies par (6);

eléments suivant s, z de la métrique
a la surface:

courbures géodésiques des lignes z
ets
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7. D pressions statique et totale sur le
cone;

M,, nombre de Mach critique:

8., demi angle au sommet du céne:

k, paramétre de gradient de vitesse
transversale sur la ligne d’arrét d’'un
cone:

g, défini par I'équation (17):

By Booty oy o3, définis par les relations (10):

d, facteur d'échelle;

0., 0,, 0, épaisseurs transformées,
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I, I, I'épaisseurs transformées,
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a, coefficient de pondération des itéra-
tions;
n, ordre d’itération.
Subscripts
e, écoulement extérieur:
b, valeur a la paroi;
* valeur de référence.

1. INTRODUCTION

Dans un probléme de couche limite tri-
dimensionnelle sur une surface réguliere, les
méthodes de résolution par différences finies ne
sont praticables qu’avec des ordinateurs
puissants et de ce fait les solutions numériques
sont peu nombreuses [1-3]. Dans la pratique,
fréquemment I’écoulement n’est que faiblement
tridimensionnel et 'approximation de faible
écoulement transversal apporte des simplifica-
tions importantes tout en se justifiant par des
résultats éprouvés (voir par exemple [4]), méme
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en compressible avec transfert de chaleur.
Cependant I’écoulement transversal se trouve
souvent surestimé et il est naturel de vouloir
ameéliorer cette approximation en la considérant
comme le point de départ d’une méthode de
perturbation. On peut envisager soit le dévelop-
pement en série asymptotique [5, 6] soit
l'itération [7-9]. La méthode itérative présente
I'avantage d'un algorithme plus simple, s’adapte
mieux au calcul automatique et peut conduire
a la solution exacte. Il convient a ce propos de
souligner que seuls les termes du premier ordre
ont été étudiés dans une série asymptotique. Ici
nous nous proposons d'utiliSer une méthode
itérative pour étudier dans un cas concret,
leffet du transfert de chaleur sur la couche
limite laminaire tridimensionnelle. Il est intéres-
sant en particulier d’examiner si les itérations
convergent, avec quelle rapidité la limite est
éventuellement atteinte et dans quelle mesure
il est possible d’accélérer les convergences. Par
rapport a une méthode de différences finies, une
methode itérative est sans doute plus rapide et
plus souple surtout quand I’écoulement trans-
versal est faible car le nombre d’itérations peut
étre choisi en fonction de la précision désirée.
Nous avons considéré comme application le
cas simple du coéne en incidence dans un
écoulement supersonique. La symétrie conique
permet de réduire de trois a deux le nombre de
variables indépendantes des équations tout en
conservant le caractére tridimensionnel de la
couche limite. Il est possible en particulier, en
modifiant 'incidence, de contréler I'intensité du
gradient de pression transversal, d’obtenir un
changement de signe de ce gradient suivt d’un
décollement si I'incidence devient suffisante. La
méthode de différences finies est dans ce cas,
simple a mettre en oeuvre et nous disposons de
solutions de comparaison [10-13]. L’écoule-
ment extérieur a aussi été calculé par des
méthodes numériques dans le cas ou I'incidence
n'est pas trop élevée [14, 15]. Nous nous
trouvons dans un cas ot la solution numérique
de I’écoulement tridimensionnel est enticrement
connue et constitue un bon test pour les méthodes
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approchées. L’approximation de faible écoule-
ment transversal a ét€ utilisée et controlée danpe
ce cas [ 16-19].

L'étude expérimentake de Pécoulement sur
un cone se présente elle aussi de maniére
favorable car, & I'exception du voisinage de la
pointe et du culot de la maquette, I"écoulement
nest pas perturbé et les conditions de mesures
sont proches du modéle théorique. Le nombre
d’expériences nécessaires est modéré car U'écoule-
ment extérieur est entiérement défini par une
seule mesure de répartition de pression en
azimut. Egalement, pour des raisons de
similitude, les mesures de flux de chaleur et de
direction des lignes de courant peuvent &tre
effectuées en un point par azimut. Soulignons
que, pour de grandes incidences avec décolle-
ment a l'extrados, ’écoulement extérieur ne
peut étre déterminé qu'expérimentalement.

Aprés avoir construit les équations itératives
dans le cas général et proposé une méthode
intégrale de résolution § 2, les simplifications
apportées dans le cas du cne sont données § 3.
Les conditions expérimentales sont exposées
§4etle§ S est consacré i la discussion des
résultats numeériques et expérimentaux obtenus.

2. EQUATIONS ITERATIVES

Dans un systéme de coordonnées lié aux lignes
de courant extéricures s, z, y ol s est dirigé
suivant une ligne de courant extérieure, z Ia
direction orthogonale et y la normale 4 la
surface, avec comme éléments de longueurs
e,(s, z), e5(s, 2), les équations de la couche limite
s’écrivent [20]

2 a &
é;{}?if 2,) + é;{pzze§ e} + é;{psy e}=0 (1)

u ou du  wou
row, o v K. w?
(e1 o ey e, bz Kyuw+ Ky w )
du, & ou
=§?eﬁgg4*§;}(§i“§‘};} v}

u6w+ dw w@_
e, 0s dy e, 0z

K,uw + K, uz)
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La vitesse transversale w étant de Vordre de
grandeur de la courbure géodésique K, des
lignes de courant extérieures d’aprés I'équation
(3), si K, est faible, on peut négliger w dans les
équations (1). (2) et (4), qui sont alors celles de la
couche limite bidimensionnelle. En ne retenant
dans Téquation (3} que les termes linéaires en
w on obtient Papproximation de faible écoule-
ment transversal, Cette approximation peut
servir de point de départ d’une résolution
itérative. En effet, on peut envisager des équa-
tions itératives qui contiennent les principales
simplifications de cetfe approximation:

{a) En supposant connus grice a litération
précédente, toutes les dérivées en z, on résoud
3 équations non linéaires couplées a 3 inconnues
i, w, H 4 2 variables indépendantes aprés avoir
éliminé v 4 Vaide de Véquation de continuité (1),
8}

(b) Si, de plus, les équations itératives sont
découplées en supposant connue, grice aux
itérations précédentes, la vitesse transversale
w dans les équations se rapportant 3 u et 3 H,
on obtient un systéme d’équations non linéaires
4 2 inconnues # et H & 2 variables s, y et une
équation & une inconnue w non linéaire [7}].

(c) On obtient une simplification supplé-
mentaire en linéarisant I'équation de quantité
de mouvement transversal

il est commode d’introduire le changement de

variables
s ¥y
3 u,e
¢ = Jvﬂ'#ﬂ*u?egel dS, 7? = “}—C‘:J‘ P dy (5)
3 Vo
et
F u H at
n g= qH (6)
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Nous supposerons pour simplifier le gaz parfait
avec un nombre de Prandtl Pr = 1 et une loi de
viscosité proportionnelle 4 la température. Ceci
nous conduit aux équations itératives suivantes:

df & o \?
%?*f *”[ (&)
Y (iféif_..,@f o
“\on agon ~ a2 on? )y,
[ (5) s s (5)
S/ 1 a 2 2 ar’
o Bf bt o
e
(12 L
“\anoc — agon)

ég {étdg Ot dy
{ a’tén + 2 (8}3 8z  dz onj |, ®)
o> "ot Tt anan

of 8%t of 9%t aof
%Gwﬁ?5%>ﬁ{ @Jﬂ’
2 8%t
-[-4(5) e
ot 0%t
=

ot 0%t
+ 20058 (———— -

on dzom
avec
_ 2o d,
I " u, & h,
28 H,
B = e h
2 0 e
=—— /(2o 10
%y 58/8s 0z (\/( C)ez) (10)
2 0
o, = -J—é; PE {e,u,}
28 e
oy = o —

0E/0s e,
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On initie les itérations avec t, = 0. Les
deuxiémes membres des équations (7)}-(9) avec
n =0 sont nuls. Les équations (7) et {§8) sont
alors les mémes qu’en bidimensionnel et I'équa-
tion (9) représente 'approximation de faible
écoulement transversal. Cette solution f, g, t,
est ensuite portée au deuxiéme membre des
équations (7}+9) pour former les équations
d’ordre 2 et le procédé peut alors se répéter
indéfiniment. A chaque itération, la résolution
par une méthode de différences finies de la
couche limite bidimensionnelle pourrait étre
utilisée car les premiers membres des équations
(7) et {(8) ne contiennent que deux inconnues

f1» g1 @ 2 variables indépendantes. 1l est ensuite

possibie de résoudre I'équation de I'écoulement
transversal (9) qui est linéaire en ¢t I faut
remarquer que ce ne sont pas les seules équations
itératives possibles. Effectivement nous allons
les modifier pour tenir compte des résultats
obtenus aux itérations précédentes en intro-
duisant un coefficient de pondération . Nous
verrons dans les applications numériques que
cette pondération permet d’obtenir la conver-
gence des itérations méme dans les cas d’un
écoulement transversal important avec paroi
chauffée. Ici nous utilisons une méthode intégrale
de résolution. Les équations itératives obtenues
par intégration de (7(9) compte tenu des
conditions aux limites usuelles et de la pondéra-
tion sont alors:

2
[27 (@) — O, + B, (O, + T,

82
a-wn-(2)]
b_in+ 1
o4,

= — (1 ——o‘)[alAf+(/3f oy} 4, + oy pe ]

oA
— a[a,af + (B, — o)A, + a3~5;l] By (in
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Y, 0%t
[252(601)-*_(“2 - I)Qt— (an—2>b ]n+1
=—(1- G){[ﬂy(@ﬁ ryp—(a- gb)FgJ
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o anasn])

- 0’{[[’:(@# ry—(Q1- gb)l",,]

+[(ﬂ,+oc1)A +a3aaA} } (13)

En raison de son rdle prépondérant dans
I'équation de quantité de mouvement trans-
versal, on a pondéré également le terme de
gradient de pression transversal.

Afin de pouvoir intégrer ces équations par
rapport & ¢, il est nécessaire de définir la rep-
résentation des profils pour relier les paramétres
de transfert aux épaisseurs de couche limite.
Dans I'application qui suit, une représentation
simple découplée a4 un parametre libre pour
chacun des profils a été utilisée. Le profil de
vitesse longitudinale est exprimé & laide d’un
polynéme du 2e degré de la fonction de Blasius
ug(n/d) avec un facteur d’échelle 9, et un poly-
nome du 4e degré est utilisé pour I'enthalpie
et pour la vitesse transversale.

Compte tenu des conditions & l'infini et des
conditions de compatibilité a la paroi en nombre
suffisant, ces représentations s’écrivent:

ﬁtgbo

2 (14)

(B_uB)

g— G _ gs0

= 15
1—g, (1—gyug (13

up (up — uz) + up
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w10 iy B9y 4
—_— = — —_— — u
. iy (up — up) — 2, 2( B)
— LB'?'; (up — ug) + up (16)
Ouip

avec uy = 0,4696.

Les paramétres libres pour ces 3 profils sont
respectivement 9, g, et ¢,. Afin de contrdler la
validité de cette représentation de profils,
nous avons calculé 4 l'aide des expressions
(14) et (15) les solutions semblables de la couche
limite bidimensionnelle avec f, = cteet g, = cte.
La comparaison avec les solutions exactes dans
ce cas [21] fait apparaitre des résultats con-
venables pour le frottement longitudinal et le
transfert de chaleur 4 condition que le gradient
de pression fi; reste modéré. Pour de grandes
valeurs de f, ou de g, (paroi a température
¢élevée), il n’y a pas de solution et cette représenta-
tion ne convient pas. Dans I'application numéri-
que sur le cone, § 3, les valeurs de f, restent
toujours suffisamment modérées pour justifier
le choix de cette représentation. Pour I'écoule-
ment transversal, nous avons comparé avec
les solutions semblables de I'équation linéarisée
qui correspond a un gradient de pression
transversal tel que:

28 dleyu.p,)
e2ueﬁt dé

La présente representation conduit par
rapport a la solution linéarisée a une surestima-
tion de I’épaisseur de quantité de mouvement
transversal. Une autre représentation par un
polynome du 3e degré en ug(n/d) pour I'écoule-
ment longitudinal a également été utilisé pour
les applications numériques sur le cone. Les
paramétres J et g, sont alors déterminés par
2 équations couplées. Les résultats obtenus
ne sont pas bien différents de ceux que fournissent
la représentation plus simple (14)-(16).

=cte = &. (1n

3. APPLICATION AUX SURFACES CONIQUES

Nous allons appliquer la méthode itérative
au cas des surfaces coniques. Si K¢ représente
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o]
FiG. 1. Systéme de coordonnées sur un cone développé.

I'angle polaire en radian sur le céne développé,
Pécoulement extérieur & la couche limite est
entierement connu en fonction de la seule
variable ¢, L’angle d’une ligne de courant
extérieure ¥ (@) avec la génératrice permet de
déterminer les lignes de courant et leurs normales
dans le systéme de coordonnées polaire r, ¢,
par leurs équations respectives (Fig. 1):

d
A cotg ¥, et

% do = —tgy, (18)

dr
Krd¢
d’ou
¢
r=ze'” avec I(¢)=K | cotgy,d¢
v (19)
r=se 9 avec J(¢) =K4j: tgy,do

¢, étant une constante d’intégration. On définit
ainsi un systéme de coordonnées s, z dont la
métrique obtenue en calculant I'élément de
longueur do? = e? ds? + e3 dz* ne dépend que
de ¢

e; =e 'Pcosy,, e, =ePsiny,. (20

Il est plus commode d’utiliser les coordonnées
¢, zau lieude s, z. Les formules de transformation

T -
(2).- ), (%)),

21
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avec d’aprés (18) et (19)

((‘3? _siny,cosy,
ds ).

Kre

. (22)
09\ _ siny,cosy,
(6z>s B Kz

On peut exprimer & en fonction de z et ¢ d’aprés
(5), (20) et (22). En supposant [’écoulement
extérieur isentropique et compte tenu de la
loi de gaz parfait et d’une loi de viscosité
proportionnelle 4 la température, on a

¢

¢ = oKz J 29) M, (9)39)

0

el @ _
m(w = cKz (9)

ol ¢ est une constante qui ne joue aucun réle.
Les coefficients a,, a,, a5, B, B, définis par (10)
se transforment d’aprés les relations (19}-(23) en:

(23)

g % H 1 M, 7
5 défde h, My, do
g 2 1 Wt K)Esiny,
' he M p/p,) e
! ((21[/’ + K)¢
oGy = ——7 . c —
! (p/p)) My eg
dé . 2
= >(k4)
s sin ¥, cos l//e>
2%
== (W, + K)cotg ¥,
o iZ/de (y. + K)cotg y
+_6_(10 M,)
EY g My
2Kz ¢
- ¥, = dy /do.
T M, &
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Les expressions précédentes remplacées dans
(11}13) montrent bien que ces équations sont
indépendantes de z et on retrouve donc bien la
symétrie conique.

Sur la ligne d’arrét, ¢ tend vers 0, le parametre
de gradient de pression transversal f, tend vers
0, la vitesse transversale tend vers O et le co-
efficient «; tend vers linfini En définissant
t = B, a5 = a;p, et en surlignant les épaisseurs
prises par rapport a f au lieu de ¢, nous obtenons
la forme limite des équations (11)(13)

] o°f
@f - <a—r’7>b]n+ 1

=1 -0)[~o;4;], + o[- a34;]..y (29)

o 25 (o))
_g 1 —g,\M/p us1

=l —o)[~o; 4], + o[~ a3dg ],y (26)

[0+ O~ +(1 —o0)
X @p+ T — (1 = gy) T+t
= [(1 - 0)(—2,3)
—o(@,+ T, — (1 — g) T,

+o[-2034],-,  27)

ou ¢ défini par (17) prend la forme limite
e =%(1 + 3k)/1 + k).

k est le paramétre habituel de gradient de vitesse
transversale sur la ligne de séparation d’une
surface conique

2
k= 3012 (l//:»)¢=o-

A chaque itération les équations (11)}{13)
transformées en variable ¢ sont intégrées en ¢
croissant a l'aide des corrélations (14){16), les
conditions initiales étant données par les équa-
tions (25)H27). L’ensemble du calcul a été
programmé sur un ordinateur CDC 3600 avec
comme données la répartition de pression
p(d)/p, et g,- Aprés un lissage de la répartition
de pression, les intégrations numériques des
équations d’Euler de I’écoulement extérieur sur
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le cone puis des équations intégrales de la
couche limite sont effectuées par la méthode
Runge-Kutta 2e approximation. Les résultats
numériques pour un cone circulaire de 3 angle
10° sont donnés au paragraphe suivant et le
temps de calcul pour obtenir la 6e itération est
en moyenne de 30’ avec un pas de ¢ = 1° en
angle méridien.

Il est également intéressant de résoudre le
systéme d’équations différentielles itératives sur
la ligne d’arrét car dans ce cas, la solution exacte
est connue [22] et la méthode itérative constitue
elle méme une méthode exacte sous réserve de
convergence. La forme limite des équations
(7)9) aprés pondération est dans ce cas:

L7+ v = (1 = o) [—-&f "],

+ o[ —asf"t],-, (28)
9" + f5Tnse s = (1 — 0) [—%39'E],
+o[—asgt],-, (29)
"+ T —of T+ =g~ f)]as:
= [(1 — @) oyt — ") — olg — )],
+ o[ — ' )},- - (30)

A chaque itération n, ces équations sont résolues
par une méthode standard. Les résultats
numeériques sont discutés plus loin.

4. EXPERIENCES SUR UN CONE CIRCULAIRE

Un moyen simple de contrdler I'intensité de -
P’écoulement transversal sur un cOne est de
faire varier la valeur du gradient de pression
transversal en modifiant l'incidence de la
maquette. Cette intensité dépend également de
la température de paroi. Des essais ont été
entrepris sur un cone circulaire pour étudier
Iinfluence de ces paramétres [23].

Une série d’expériences a donc été effectuée
sur un cdne de 8, = 10° de 4 angle, de 7 cm de
long dans une soufflerie a rafale au nombre de
Mach 3,42 avec un nombre de Reynolds rapporté
aux conditions a Pinfini de §.10* par cm, aux
incidences de i = 0°, 5°, 10°, 11°, 13°, 15°ct pour
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chacune de ces incidences, nous avons imposé
les températures de paroi variant de 80°K a
475°K correspondant a des valeurs de g, de
0,40, 0,70, 1,00, 1,37, 1,64, la température
génératrice maintenue constante au cours d’une
rafale étant dans tous les cas de 290°K. Pour
une incidence et une température de paroi
donnée, les mesures de pression statique,
d’angles de lignes de courant pariétales et de
transfert de chaleur sont faites a r constant,
a mi-distance entre pointe et culot et en fonction
de l'angle d’azimut ¢. La pression d’arrét
isentropique sur l'obstacle est déterminée par
la mesure de I'angle 6, de la génératrice du choc
la plus inclinée par rapport au vent, cet angle
0, est fonction de l'incidence du cOne mais
I’expérience montre qu’il n’est pas sensible a la
température de paroi

La pression est mesurée sur 2 maquettes, la
premiére peut étre chauffée extérieurement par
une résistance électrique avec dispositif de
régulation, l'autre comporte un systéme de
refroidissement intérieur d’air liquide. Ces deux
maquettes ont chacune une prise de pression de
0,5 mm de diamétre avec une épaisseur de paroi
importante afin que Dinertie thermique soit
suffisante pour que la température de paroi
varie peu au cours d’une rafale de 5a 6 s. Les
pressions p(¢) sont mesurées en 3 ou 4 s avec
une précision de 0,7 pour cent dans les cas les
plus défavorables. La pression totale p, est
connue grice a la mesure de langle de la
génératrice de choc 6, et de la pression génératrice
de la soufflerie voisine de la pression atmo-
sphérique. Le rapport p(¢)/p, est finalement
connu avec une précision de 0,8 pour cent.

Les mesures des lignes de courant pariétales
ont été faites & 'aide d’enduits, 'enduit étant
choisi en fonction de la température de paroi de
fagon a ce qu’il soit liquide a cette température
imposée et qu’il ait une trés faible tension de
vapeur. Aprés la fin de la rafale due 4 la fermeture
d’'un obturateur placé au col de la tuyére, la
direction des lignes de courant pariétales ¥/,(¢)
est relevée & +2° par une lunette de visée avec
réticule et montée sur un vernier.

L. F. TSENetJ. F. ARNAUDON

Dans les mémes conditions d’essais, les
mesures de transfert de chaleur par la méthode
de paroi mince ont nécessité la réalisation de
deux maquettes de 0,25 mm d’épaisseur de
paroi avec fils de thermocouple Chromel Alumel
de 0,1 mm soudés a Pintérieur. La premiere
maquette est chauffée par rayonnement a I'aide
de résistances électriques placées dans la
magquette; la deuxiéme est refroidie par une
circulation d’air liquide. Dans les deux cas, la
maquette préalablement mise a température
désirée en dehors de I'écoulement est injectée
apres amorgage de la soufflerie. La mesure de la
pente initiale de la courbe représentant la
température locale de paroi en fonction du temps
permet de déterminer le coefficient de transfert

défini par
(0T,/01)
= t —
i . (n - T; =0

ou T, est la température de récupération calculée
a partir du nombre de Mach local avec un
facteur de récupération supposé égal a r =
JPr=./072. L'imprécision sur la capacité
calorifique de la paroi mince surtout pour les
basses températures et sur son épaisseur, est
atténuée en rapportant « a sa valeur a;_, sur
le cone sans incidence pour la méme température
locale. Malgré cela la précision est médiccre en
raison de la faible taille de la maquette et plus
particuliérement lorsque la paroi est refroidie.
La précision sur o/a;_, est estimée a + 20 pour
cent.

5. RESULTATS THEORIQUES ET EXPERIMENTAUX

5.1 Convergence

La Fig. 2a représente un exemple de résultat
obtenu sur la ligne d’arrét pour un cas de gradient
de pression transversal modéré. La méthode
itérative appliquée aux équations différentielles
avec ¢ = 0 (non pondéré) restitue les valeurs
exactes avec une convergence rapide et alternée.
11 en est de méme pour les équations intégrales
non pondérées et, bien qu’il s'agisse d'une
méthode approchée, les valeurs limites sont
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Fi1G. 2a. Itérations sur la ligne d’arrét, { = 5°, ¢, = 04,

correctes. Le coefficient de frottement trans-
versal f, 2 la premiére itération n = 1 est celui
de approximation de faible écoulement trans-
versal, il apparait bien sur la figure que ce
coefficient est surestimé. La pondération ¢ =
0,5 accélére la convergence qui, cependant, n’est
plus alternée. Si le gradient de pression trans-
versal devient intense avec paroi chauffée, les
conclusions (Fig. 2b} sont analogues, la con-
vergence bien que moins rapide est encore
assurée au bout de 5 a 6 itérations pour ¢ = (0,5,
Sur la surface du cbne, dans un cas sévére, les

£
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* Méthode intégraie o =10
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X
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FiG. 2b. Itérations sur la ligne d’arrét, i = 15°, g, = 1,64,
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itérations appliquées aux équations intégrales
divergent au deld du maximum du paramétre
de gradient de pression transversale. Avec
pondération {s =05, la convergence est
obtenue jusquau décollement au bout de 6
itérations, La Fig. 3 représente les paramétres

T T T \ T
——=pn=} g0 {Oppmmaﬁon/’ \
de foible écoulement / 3
transversat } 7 %
jRe] 7 -
5
4
3
2
i
% os -
° ]
4564
e os5E .
<123
05 ] «
I
n=} 123 4586
% 1
I I i ]
0 30 60 90 120 150

(p ]
Fic. 3. Convergence des itérations sur la surface du cbne,
i=15,g =180 =05

de transfert 4 la paroi pour ce cas. L’approxima-
tion de faible écoulement transversal conduit
2 une surestimation de 25 pour cent environ
pour le frottement transversal ¢t par contre une
sousestimation de 12 pour cent environ du
transfert de chaleur et du frottement longitudinal.

5.2 Comparaison avec une méthode numérique
Le transfert de chaleur sur un cdne & un
nombre de Mach 5 a été calculé par une méthode
de différences finies pour diverses incidences
dans [11], La Fig. 4 représente la comparaison
de ces résultats avec ceux de la présente méthode,
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Fi1G. 4a. Répartition du coefficient de transfert de chaleur théorique

Comparaison avec une méthode de différences finies, M + §
6, = 10°, g, = 0.38, O k théorique, @ k experimental.
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Fi1G. 4b. Répartition du coefficient de transfert de chaleur théorique
Comparaison avec une méthode de différences finies, M = 5,
8. = 20°, g, = 0,38, O k théorique, @ k experimental.
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I’écoulement extérieur étant déduit des réparti-
tions de pression des tables de Jones [15].
L’accord peut étre considéré comme satisfaisant.
Sur la ligne de séparation d’intrados, I'écart
provient non seulement des 2 méthodes de
résolution différentes mais surtout de la déter-
mination imprécise du gradient de pression
transversal k 3 partir de la répartition de pression.
Sur la méme figure, a titre de comparaison, on a
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5.3 Comparaison avec les expériences

Pour de faibles incidences et en I'absence de
décollement, la répartition théorigue de pression
sur un cOne a été tabulé [14, 15]. La Fig. 5
montre le bon accord de la théorie et des
présentes mesures. A 10° le décollement
apparait, I'écoulement extérieur ne peut étre
déterminé qu’au moyen d’expériences et il est
possible que la température de paroi ait quelque

1,00

0.75

P/ Peax

0,25

————— Théoriques [15]
—— Expérimentales (M=342 g,=1)

80 120 50 180

¢°

F1G. 5. Répartition de pression théorique et expérimentale aux
faibles incidences.

représenté les valeurs du coefficient de transfert
de chaleur déduit de la référence [22] corres-
pondant & k donné par Jones [ 15] et celui obtenu
par la méthode de lissage présentement utilisée.
La dispersion est du méme ordre. Au voisinage
de Ia ligne d’extrados, les courbes ne tendent pas
vers un minimum & tangente horizontale. 1l
semble qu’il faille porter une attention
particuliére dans cette région [12].

influence sur la zone décollée qui réagit sur
Pécoulement extérieur. La répartition de pression
a donc été mesurée pour les différentes tem-
pératures de paroi considérées et les résultats
sont présentés Fig. 6. En général, la pression
diminue avec la température de paroi sans
doute 2 cause de 'amincissement de la couche
limite mais cet effet n’est pas toujours aisément
décelable sur tous les résultats expérimentaux.
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FIG. 6a. Répartition de pression expérimentale, i = 5°

Cette diminution est beaucoup plus nette au
voisinage du minimum sans que la position de
ce dernier en soit affectée, ce qui semble indiquer
que la position du décollement n’est pas trés
sensible au transfert de chaleur. Sur cette méme
figure, les courbes en trait plein représentent le
résultat du lissage utilisé avec une série tri-
gonométrique a 5 termes de la partie entre
¢ =0 et ¢,;, correspondant au minimum de
pression. Ce lissage n'est donc pas valable dans
la zone décollée.

La direction ¥, des lignes de courant pariétales
par rapport aux génératrices du cdne, mesurée
et calculée, est représentée Fig. 7 ainsi que la
direction ¥, des lignes de courant extérieures
obtenues par intégration des équations d’Euler.
La différence ¢, — ¢, indique lintensité¢ de
I'’écoulement transversal. L’augmentation de
cette intensité avec I'incidence et la température
est claire sur les Figs. 7a—e. Les courbes théo-
riques correspondent & itération d’ordre 6. En
général, le calcul donne desdéviations ¢, plus im-

0,04

0,03

PP,

0,02

0,0t L L
O 30 60

20 120 150 180

d)o

FIG. 6b. Répartition de pression expérimentale, i = 10°.
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F1G. 6e. Répartition de pression expérimentale, i = 15°.

portantes que les mesures. Il est possible d’une
part que ces valeurs mesurées soient par défaut
a cause de linertie et de I'épaisseur de P'enduit
de visualisation et d’autre part que les valeurs
théoriques soient par exces sans doute a cause
des représentations de profil utilisées. En effet,

donnait une surestimation par rapport a la
solution semblable linéaire (§2). Dans I’ensemble,
P'accord peut étre considéré comme satisfaisant
jusqu’au décollement , = 0. La position du
décollement mesurée est assez précise si
l'incidence dépasse 10° mais incertaine a 10°
méme. Remarquons que la position de décolle-

la représentation des profils transversaux
40 A T T T
° 0,40
40,70
30 o 1,00 .
x 1,37

v 1,64
Yo 5o

®°

FiG. 7a. Direction des lignes de courant pariétales théoriques et expérimentales,

i=5°
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FiG. 7b. Direction des lignes de courant pariétales théoriques et expérimentales,
i= 10°

ment théorique a été calculée a laide de la
répartition de pression lissée qui surestime le
gradient de pression défavorable. La position
de ce décollement varie avec l'incidence mais
la température n’a pas d’influence facilement
décelable.

Les coefficients de transfert de chaleur af{¢)
théoriques et expérimentaux rapportés a leurs

valeurs 4 l'incidence nulle «;., pour la méme
température de paroi sont représentés Fig. 8.
Bien que P'influence de la température de paroi
soit en partie contenue dans «;., elle est encore
apparente dans le sens d’'une augmentation de
a/a,-o avec g, dans la zone d’intrados quand
Pincidence augmente. Le croisement des courbes
théoriques pour i = 5° et 10° peut provenir de

60 . ,
9

&°

F1G. 7c. Direction des lignes de courant pariétales théoriques et expérimentales,
i= 11°
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FiG. 8. Répartition théorique et expérimentale du coefficient de
transfert de chaleur.

la marge d’erreur commise dans la répartition de
pression mesurée et lissée pour le calcul de
I’écoulement extérieur. En général, le coefficient
de transfert de chaleur mesurée est plus faible
que la valeur théorique au voisinage de la ligne
d’intrados ¢ = 0 surtout pour le cas a paroi
refroidie g, = 0,40. Cet écart doit sans doute
étre imputé en bonne partic aux erreurs de
mesure.

5.4 Reconstitution des profils

Les équations de la couche limite une fois
intégrées, les  représentations (14){16)
permettent de reconstituer les profils de vitesse
et d’enthalpie. Un exemple de ces profils est
montré Fig. 10 pour le cas i = 15° g, = 1,64

correspondant 4 un écoulement transversal
intense. Les parameétres de gradients de pression
longitudinal B, et transversal f, tracés Fig. 9
présentent dans ce cas un maximum vers
¢ = 100° au deld duquel les itérations étaient
divergentes sans pondération (¢ = 0.) Le point
¢ = 120° ol les deux gradients de pression
B, et B, s’annulent, correspond au minimum de
pression donc au point d’inflexion des lignes de
courant extérieures. Les profils de vitesse longi-
tudinale et d’enthalpie reconstitués et repré-
sentés en ¢ croissant (Fig. 10) sont analogues a
ceux d’une couche limite bidimensionnelle. On
peut noter leur évolution relativement rapide a
I'approche du décollement qui a lieu pour ce
cas a 127°5. Le profil de vitesse transversale
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(Fig. 10) montre que I’écoulement transversal
croit en intensité en méme temps que le gradient
B, Au dela de ¢ = 100°, 5, diminue et il y a
relaxation de I’écoulement transversal. f, devient
négatif au point d’inflexion ¢ = 120°. Le profil
transversal s’inverse en partant de la paroi avec
un certain retard. En effet le frottement trans-
versal ¢, ne s’annule qu’a ¢ = 127° juste avant
le décollement. Le facteur d’échelle 6, calculé
et représenté Fig. 8, tend vers l'infini a 129°,
Sans doute a cause de la méthode de lissage de la
répartition de pression, le gradient f§, négatif
devient trop important et la représentation de
vitesse longitudinale n’est plus valable (voir §2).
La reconstitution des profils pour les autres cas
montre que l'intensité de I'écoulement trans-
versal dépend largement de l'incidence et de la
température de paroi comme l'indique la dévia-
tion des lignes de courant pariétales (Fig. 7).

. ] "

05 1

9-9, /1~9,

F1G. 10a. Profils reconstitués de la couche limite pour i = 15°, g, = 1,64, écoulement
longitudinal.



UNE COUCHE LIMITE TRIDIMENSIONNELLE

ool3

1391

FiG. 10b. Profils reconstitués de la couche limite pour
i = 15° g, = 1,64, écoulement transversal.

6. CONCLUSION

Une méthode itérative a été présenté en vue
de résoudre les équations de la couche limite
tridimensionnelle laminaire. Avec pour but
principal de réduire le nombre de dimensions
a 2, les équations itératives proposées permettent
en plus de découpler et linéariser ’équation de
quantité de mouvement transversal. Les résultats
numériques dans le cas concret d’un céne de
révolution nous ont permis de dégager les
points suivants:

Sur la ligne d’arrét, la convergence est obtenue
méme sans aucune pondération de Pitération
dans les cas séveéres de gradient de pression
transversal intense et de paroi chauffée. Mais
par contre sur la surface du cone les itérations
sont divergentes dans la zone de gradient de
pression transversal décroissant. Néanmoins
avec un coefficient de pondération de 0,5, 1a con-
vergence a €té obtenue jusqu’au découllement

et les résultats sont corrects au bout de 5 4 6
itérations.

La méthode itérative donne des résultats
concordants avec la méthode de différences
finies et les expériences, alors que 'approxima-
tion de faible écoulement transversal devient
d’autant moins valable que le gradient de
pression transversal et la température de paroi
sont plus élevés.

Les équations itératives proposées ne sont
pas les seules possibles. Elles n’ont été appliquées
que sous forme intégrale dans le cas d’un céne.
On peut cependant espérer que, dans le cas
général, sur un obstacle de forme quelconque
une méthode itérative peut &tre rapidement
convergente méme dans les zones de relaxation
de I’écoulement transversal.
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AN ITERATIVE CALCULATION OF THE THREE DIMENSIONAL BOUNDARY LAYER

Abstract—An iterative procedure is described for studying the three-dimensional compressible laminar
boundary layer with heat transfer. The equations of motion are first written using a coordinate system tied
to the external streamlines and the iterative equations are obtained by isolating and linearizing the trans-
verse equation of motion, hence reducing the number of independent variables from three to two. When the
weighting coefficient is zero the first iteration corresponds to the case of very weak cross-flows. The method
is then applied to the integral equations of the boundary layer on a cone in supersonic flow. Convergence
is obtained after five or six iterations even under severe conditions of strong cross-flows with heated walls.
A comparison is made with measurements of pressure, wall-streamline directions, and heat transfer, carried
out on a cone for a wide range of wall temperatures and incidence.

EINE ITERATIVE BERECHNUNG DER DREIDIMENSIONALEN GRENZSCHICHT

Zusammenfassung—Eine Iterationsprozedur wird beschrieben, um die dreidimensionale kompressible
laminare Grenzschicht mit Warmeiibergang zu untersuchen. Die Bewegungsgleichungen werden zuerst
beschrieben unter Benutzung eines Koordinatensystems, das man in die dusseren Stromlinien legt. Die
iterativen Gleichungen erhilt man durch Isolieren und Linearisieren der Gleichung fiir die Querbewegung.
Daher reduziert sich die Zahl der unabhingigen Variablen von 3 auf 2. Wenn der beeinflussende Ko-
effizient zu Null wird, entspricht die erste Tteration dem Fall einer sehr schwachen Querstromung. Die
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Methode wird dann angewandt auf die Integralgleichungen der Grenzschicht an einem Kegel in einer

Uberschallstrémung,. Selbst unter den erschwerten Bedingungen einer starken Querstrémung mit beheizten

Wiinden erhilt man nach fiinf bis sechs Iterationen bereits Konvergenz. Ein Vergleich wird durchgefiihrt

mit Messungen des Druckes, der Richtung der Wandstromlinie und des Wirmeiiberganges an einem
Kegel fiir einen grossen Bereich der Wandtemperaturen.

NTEPALIMOHHBIIR PACUET TPEXMEPHOI'O NIOTPAHUYHOTO CJOA

AHHOTAIAA-—ONUCHBACTCH HTEPANUOHHBI MEeTOX W3YYeHUA TPEXMEPHOI'0 CIHKUMAEMOTO
JNaMMHAPHONO HOTPAHUYHOTO CHOA NPH HAJIN4YNK TensooGMena. CHAYaNa ypaBHEHNA ABMIKEHUA
3aNHUCHIBAIOTCA ¢ MOMOIIBI0 KOOPAMHATHON CHCTEMbl, CBABAHHON C BHEILHUMY JTUHUAME TOKA,
a WTepaUMOHHBIE YPABHEHAS NOJYHAOTCA NYTEM OTAeNeHHA W JUHEApH3aLUN YPaBHEHUA
TIOHEPOYHOrO JABIIKEHHHA, CJEJHOBATEIBbHO, IIyTeM YMEHBUICHHA HUCHIa He3aBUCHUMBIX
TepeMeHHBX 0T TpeX Xo AByx. Horma xoapuuueHT B3BEeMIMBAHMA paBeH HYJIO, NepBas
UTepalusa COOTBETCTBYET CIy4al0 O4YeHb CIafblX MOTepedHBIX MOTOKOB. Jlasiee 3TOT MeToj
NPUMEHAETCH K HHTEIPEbHBIM YPAaBHEHUAM NOIPAHUYHOTO CJIOS HA KOHYCE B CBEPX3BYKOBOM
rotoke. [1oJydeHa CXOZUMOCTS 1OCHe IATH WM HIECTH UTepaluil Jaye B IKECTKUX YCJIOBHAX
CUNBHBIX NONEPEYHHIX NMOTOKOB ¢ HArpeThiMu cTenxamu. IlpoRoauTca cpamHeHue ¢ u3Mepe-
HUAMN [ABJEHVA, HANPABIeHN]t TedeHuA BOAM3K CTEHKH ¥ NEPEHOCA TeNNa, KOTOphie ObLIM
BHINOJIHEHE! HA KOHYCe B MIMPOKOM AHANA30HE UBMEHEHNA TEMNIEPATYP CTEHKHA H YT HAKJIOHA.
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